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1 序
3次元ローレンツ ミンコフスキー空間 \mathbb{L}^{3}=(\mathbb{R}^{3}, -dt^{2}+dx^{2}+dy^{2}) 内の時間的,お
よび空間的曲面とは, \mathrm{L}^{3} からの誘導計量が,それぞれローレンツ計量およびリーマン計
量を与えている曲面を指す.3次元ユークリッ ド空間 \mathbb{E}^{3}=(\mathbb{R}^{3}, dx^{2}+dy^{2}+dz^{2}) 内の曲


















3次元ローレンツ ミンコフスキー空間 \mathbb{L}^{3}= (\mathbb{R}^{3}, \langle, \}=-dt^{2}+dx^{2}+dy^{2}) に対して,
向き付けられた2次元多様体  $\Sigma$ から \mathbb{L}^{3} へのはめ込み f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{L}^{3} が時間的(timelike)
または空間的 (spacelike) であるとは, f による第一基本形式 \mathrm{I}=f^{*}\langle, \rangle が,それぞれ
ローレンツ計量,リーマン計量を与えることをいう.時間的はめ込み  f に対して,  $\Sigma$ の各
点の近傍ではナル座標と呼ばれる,第一基本形式 \mathrm{I}=f^{*}\langle, \rangle が
\mathrm{I}=2Fdudv, F は零にならない関数
と書ける局所座標 (u, v) の存在が知られている ([14, Section 1.3] を参照). ここで, \mathbb{L}^{3} 内
の曲線  $\gamma$ :  I\subset \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{L}^{3} がナル曲線 (null curve) であるとは,速度ベクトル場 $\gamma$^{r}=d $\gamma$/dt
が任意の点 t\in I で光的 (lightlike), すなわち,
\{$\gamma$'(t) , $\gamma$'(t))=0, $\gamma$'(t)\neq 0, t\in I
を満たす曲線のことをいうが,ナル座標 (u, v) とは,座標曲線の  f\#こよる像がナル曲線と
なるような座標系に他ならない.
時間的はめ込み  f に対して,その単位法ベクトル場を  $\nu$ とする.  f に対する型作用素 S
と第二基本形式 II は,
df(S(X))=-▽x $\nu$, \mathrm{I}\mathrm{I}(X, Y)= \langle\overline{\nabla}_{df(X)}df(Y) ,  $\nu$\rangle,
で定義される.ここで,X と \mathrm{Y} は  $\Sigma$ 上の滑らかなベクトル場で, \overline{\nabla} は \mathbb{L}^{3} 上のLevi‐
Civita 接続である.平均曲率 H およびガウス曲率 K は次で定義される.
H=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{I}/2, K=\det S.
空間的はめ込みの場合とは異なり,時間的はめ込みに対する型作用素 S は各点におい
て常に実対角化可能とは限らず, S の固有方程式の判別式 H^{2}-K の符号に応じて,次の
3つの場合に別れる.
(1) S が実数体 \mathbb{R} 上で対角化可能.このとき, H^{2}-K\geq 0 が成り立ち,等号が成立
する点のことを膀点(umbilic point) と呼ぶ.
(2) S が \mathbb{C}\backslash \mathbb{R} 上で対角化可能.このとき, H^{2}-K\leq 0 が成り立つ.ここで, \mathbb{C} は複
素数体である.
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(3) S が \mathbb{C} 上で対角化可能でない.この条件を満たす点を擬贋点 (quasi‐umbilic
point) と呼び ([2] を参照), H^{2}-K=0 が成り立つ.
平均曲率 H が恒等的に零になる時間的はめ込み f のことを時間的極小曲面 (timelike
minimal surface) と呼ぶが,上記のことから,そのような曲面上の K<0 となる点で
S は実対角化可能であり, K>0 となる点では S は \mathbb{C}\backslash \mathbb{R} 上でのみ対角化可能となる.
また,ガウス曲率が零の平坦点は,膀点と擬膀点からなる.
時間的はめ込み f をナル座標 (u, v) により表示しておく.このとき, Q= \{f_{uu},  $\nu$\rangle お
よび  R=\{f_{vv},  $\nu$\} をそれぞれ f のホップ微分 (の係数) と呼ぶ.平均曲率 H が一定であ
ることと, Q が u にのみ依存し, R が v にのみ依存することが同値である (例えば,[5,
Section 4] を参照). さらに次が成り立つ.
命題1. 時間的はめ込み f :  $\Sigma$ \rightarrow \mathbb{L}^{3} に対して,点  p\in $\Sigma$ の近傍でナル座標 (u, v) を取
り,ホップ微分を Q および R とする.このとき,次が成り立つ.
(1) p が騰点であることの必要十分条件は, Q(p)=R(p)=0.




任意のナル座標 (u, v) 上で表示された時間的はめ込み f は, H $\nu$=\displaystyle \frac{2}{F}\frac{\partial^{2}f}{\partial \mathrm{u}\partial v} を満たすので,
任意の時間的極小曲面はナル座標によって変数分離された次の表示を持つことが分かる.
事実2 ([9]).  $\varphi$(u) および  $\psi$(v) を各点においてそれらの微分 $\varphi$'(u) および $\psi$^{r}(v) が一次
独立な \mathbb{L}^{3} 内のナル曲線とする.このとき
f(u, v)=\displaystyle \frac{ $\varphi$(u)+ $\psi$(v)}{2} (2.1)
は時間的極小曲面を与える.逆に任意の時間的極小曲面は,局所的にはある2つのナル曲





定義3 ([12]). 2次元多様体  $\Sigma$ に対して,滑らかな写像  f: $\Sigma$\rightarrow \mathbb{L}^{3} が極小面 (minface)
であるとは,次を満たす場合をいう.
(1)  $\Sigma$ の各点に対して,それを含む座標近傍 (U;u, v) が存在して, f は U 上ではナル
曲線による表示 (2.1) を持つ.
(2)  $\Sigma$ の開かつ稠密な部分集合  W が存在して, f の W 上への制限がはめ込みになる.
ここで, f がはめ込みにならないような  $\Sigma$ 上の点を極小面  f の特異点と呼び,特異点で
ない点を正則点と呼ぶ.
事実2により,極小面 f とは時間的極小曲面で,ある開稠密集合の外側で特異点を許容







 f(u, v)=\displaystyle \frac{1}{2}\int_{u_{0}}^{u}(-1-(g_{1})^{2},1-(g_{1})^{2},2g_{1})\hat{ $\omega$}_{1}du (2.2)+\displaystyle \frac{1}{2}\int_{v_{0}}^{v}(1+(g_{2})^{2},1-(g_{2})^{2}, -2g_{2})\hat{ $\omega$}_{2}dv+f(u_{0}, v_{0}) ,
ここで, g\mathrm{i}=g\mathrm{i}(u) , g2=g_{2}(v) , \hat{ $\omega$}_{1} =\hat{ $\omega$}_{1}(u) , \hat{ $\omega$}_{2} =\hat{ $\omega$}_{2}(v) はそれぞれ一変数関数であ
る.関数 gi (i=1,2) は土 \infty の値も取り得るが,次が成り立つ.
 g_{i}(p)=\pm\infty\Rightarrow\hat{ $\omega$}_{i}(p)=0 かつ g_{i}\hat{ $\omega$}_{i}(p) , g_{i}^{2}\hat{ $\omega$}_{i}(p) \in \mathbb{R}.
\mathbb{L}^{3} の合同変換により,各点の近傍では常に g_{i} は極を持たないに取ることができる ([12]
または [1] のAppendix 参照) ので,以下では常にそのような座標近傍 (U;u, v) と4つ
組 (g\mathrm{i}, g_{2},\hat{ $\omega$}_{1}du,\hat{ $\omega$}_{2}dv) を考えることにする.このような4つ組 (g\mathrm{i}, g_{2},\hat{ $\omega$}\mathrm{i}du,\hat{ $\omega$}_{2}dv) を
極小面 f の座標近傍 (U;u, v) 上での実ワイエルシュトラスデータと呼ぶ.座標近傍
(U, u, v) 上で f の第一基本形式 Iが,
\mathrm{I}=\hat{ $\omega$}_{1}\hat{ $\omega$}_{2}(1-g_{1}g_{2})^{2}dudv




注意4. [12] においては,パラ リーマンを用いた極小面の定義が与えられ,それに対して
パラ複素数を用いたワイエルシュトラス型の表現公式 (特異点がない場合には,Konderak
[6] によって考察されている) が与えられたほ力], パラ正則関数を1変数実数値関数の組
に分解することで,式(2.2) が導かれている.このようなナル曲線を用いた表現公式は,




を述べておく. U を \mathbb{R}^{2} の領域とし,滑らかな写像 f:U\rightarrow \mathbb{R}^{3} がフロンタルであると
は, U 上でユークリッド計量 \langle, \}_{E} の意味での単位法ベクトル場 n が存在するときをいう.
さらに ルジャンドル持ち上げと呼ばれる写像の組
L=(f, n):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times \mathbb{S}^{2}
がはめ込みを与えるとき, f を波面 (front またはwave front) と呼ぶ.フロンタル
f : U\rightarrow \mathbb{R}^{3} に対して, f がはめ込みにならない点 p\in U をフロンタル f の特異点と呼
ぶ.特異点は,符号付き面積密度関数と呼ばれる関数  $\lambda$=\det(f_{u}, f_{v}, n) の零点に他なら
ないが,特に d$\lambda$_{p}\neq 0 を満たす特異点 p のことを非退化特異点と呼ぶ.非退化特異点 p
の近傍では,陰関数定理により,  $\gamma$(0)=p を満たす正則曲線  $\gamma$= $\gamma$(t):(- $\varepsilon$,  $\varepsilon$)\rightarrow U で
その像が p の回りでは, f の特異点集合と一致しているものが取れる.このような曲線  $\gamma$
を  p における f の特異曲線と呼ぶ.
次に写像 (芽) の \mathcal{A}‐同値性とフロンタルや波面に現れる典型的な特異点について述べる.
Ui を \mathbb{R}^{2} の領域,pi を U_{l} の点とする (i=1,2) . 2つのなめらかな写像 fi : U_{\mathrm{i}} \rightarrow \mathbb{R}^{3}
と f2 : U2\rightarrow \mathbb{R}^{3} が p_{1} \in  U_{1} およびp2 \in U2 で \mathcal{A}‐同値 , または右左同値であるとは,
 $\Phi$(p_{1}) =p_{2} を満たす \mathbb{R}^{2} の局所微分同相写像  $\Phi$ と,  $\Psi$(f_{1} (p1))=f_{2} (p2) を満たす \mathbb{R}^{3} の
局所微分同相写像  $\Psi$ が存在して  f2=  $\Psi$\circ f_{1}\mathrm{o}$\Phi$^{-1} を満たすことをいう.フロンタル
f : U\rightarrow \mathbb{R}^{3} の特異点 p がカスプ辺 (cuspidal edge), ツバメの尾 (swallowtail), ま
たはカスプ状交叉帽子 (cuspidal cross cap) であるとは, f が p 上で次の写像 fc, fs,
または f_{CCR} の原点と \mathcal{A}‐同値であることをいう (図1参照) :
f_{C}(u, v)=(u^{2}, u^{3}, v) , f_{S}(u, v)=(3u^{4}+u^{2}v, 4u^{3}+2uv, v) ,






事実5 ([12]). 写像 f : U \rightarrow \mathbb{L}^{3} を実ワイエルシュトラス データ (g_{\rceil}, g_{2},\hat{ $\omega$}_{1}du,\hat{ $\omega$}_{2}dv)
を持つ極小面とする.このとき, f は各点の近傍でフロンタルとなり,次が成り立つ.
(1) 特異点 p が非退化であることの必要十分条件は,gí (p)\neq 0 または g_{2}'(p)\neq 0.
(2) 特異点 p 上で f が波面であることの必要十分条件は,
\displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}-\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}}\neq 0 at p.
(3) 特異点 p がカスプ辺であることの必要十分条件は,
\displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}-\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}}\neq 0 かつ \displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}+\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}}\neq 0 at p.
(4) 特異点 p がツバメの尾であることの必要十分条件は,
\displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}-\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}} \neq 0, \displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}+\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}} =0 カ1つ (\displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}})'\frac{g_{2}'}{92}-(\frac{g_{2}'}{9_{2}^{2_{\hat{ $\omega$}_{2}}}})'\frac{g_{1}'}{g_{1}} \neq 0 at p.
(5) 特異点 p がカスプ状交叉帽子であることの必要十分条件は,









定理6 ([1]). 写像 f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{L}^{3} を極小面,  p\in $\Sigma$ を  f のカスプ辺でない特異点する.こ
のとき,次が成り立つ.
(1) f が特異点 p 上で波面になるならば,特異点 p の近傍には膀点も擬膀点も存在し
ない.さらにガウス曲率 K は p の近傍で負になり, \displaystyle \lim_{q\rightarrow p}K(q)=-\infty が成り立つ.
特に,そのような特異点の近傍では常に実数の主曲率が取れる.
(2)  f が特異点 p 上で波面にはならず, p がフロンタルの非退化特異点になるならば,
特異点 p の近傍には膀点も擬膀点も存在しない.さらにガウス曲率 K は p の近傍
で正になり,  q\rightarrow p\mathrm{h}\mathrm{m}K(q)=\infty が成り立つ.特に,そのような特異点の近傍では常に
複素数の主曲率のみが取れる.
証明は,平坦点が特異点  p の近傍には存在しないことを示し,極小面を生成するナル曲
線の擬弧長 ([1] とその参考文献を参照) から特別なナル座標を構成した上で,事実5を
使うことでなされる.
ツバメの尾は波面の特異点であり,カスプ状交叉帽子は波面の特異点ではないが,フロ




 $\varphi$(u)=\displaystyle \frac{1}{2}(-u-\frac{u^{3}}{3}, u-\frac{u^{3}}{3}, u^{2}) ,  $\psi$(v)=\frac{1}{2}(v+\frac{v^{3}}{3}, v-\frac{v^{3}}{3}, v^{2}) .
この曲面は,ツバメの尾を持つ (図2, 左) ので,少なく とも特異点の近傍ではガウス曲
率が負になることが定理6の(1) よりわかる.他方で,















定義8 ([11]). 波面 f:U\rightarrow \mathbb{R}^{3} 上の特異曲線  $\gamma$ :  I\subset \mathbb{R}\rightarrow U がカスプ辺からなるとす
る.カスプ辺  $\gamma$ に対する特異曲率 (singular curvature)  $\kappa$_{s} は,次で定義される :
$\kappa$_{s}(t)=\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(d $\lambda$( $\eta$))\frac{\det(\hat{ $\gamma$}'(t),\hat{ $\gamma$}''(t),n)}{|\hat{ $\gamma$}(t)|^{3}},
ここで, \hat{ $\gamma$}=f\circ $\gamma$, |\hat{ $\gamma$}'(t)| = \{\hat{ $\gamma$}'(t), \hat{ $\gamma$}'(t)\}_{E}^{1/2} であり, \langle, \}_{\mathrm{E}} は \mathbb{E}^{3} の内積である.
特異点を持たない正則曲面 f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{E}^{3} 上の曲線  $\gamma$ の測地的曲率  $\kappa$_{g} は, n を  $\Sigma$ の単位
法ベクトル場, \hat{ $\gamma$}=f\mathrm{o} $\gamma$ とすると,






図3 $\kappa$_{s} >0 のカスプ辺 (左) と $\kappa$_{s} <0 のカスプ辺 (右).
[11] において,佐治‐梅原‐山田は, \mathbb{E}^{3} からの誘導計量に関するガウス曲率 K_{E} が有界な
とき,カスプ辺の形には特異曲率から来る次のような制限があることを証明した.
事実9 ([11, Theorem 3.1]). \mathbb{E}^{3} からの誘導計量に関する曲面のガウス曲率 K_{E} が有界








例11 ([11, Example 2.8]). クエン曲面
 f(x, y)= (\displaystyle \frac{2(\cos x+x\sin x)\cosh y}{x^{2}+\cosh^{2}y}, \frac{2(\sin x-x\cos x)\cosh y}{\prime x^{2}+\cosh^{2}y}, y-\frac{\cosh y\sinh y}{x^{2}+\cosh^{2}y})
は,ガウス曲率 K_{E}=-1 の曲面で,特異点としてカスプ辺とツバメの尾を持つ (図4参






定理12 ([1]). 極小面 f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{L}^{3} 上のカスプ辺の近傍に膀点は存在しない.さらに,カ
スプ辺  p\in $\Sigma$ の特異曲率  $\kappa$_{s} が $\kappa$_{s}(p)\neq 0 を満たすならば, \mathrm{L}^{3} からの誘導計量に関する
ガウス曲率 K と $\kappa$_{s} の符号は p の近傍で一致する.一方で, $\kappa$_{s}(p) =0 ならば, p を通る
 $\Sigma$ 上の正則曲線で擬膀点からなるものが存在する.
証明は,極小面  f を式 (2.2) で表示した際に,カスプ辺上の特異曲率 $\kappa$_{s} が
$\kappa$_{s}=\displaystyle \frac{2g_{1}'g_{2}'}{\hat{ $\omega$}_{1}\hat{ $\omega$}_{2}(g_{1}+g_{2})^{2}}\frac{1}{(\rightarrow^{1}q'-+g_{2}'=)}






命題13. 式(2.2) の表示を持つ \mathbb{L}^{:t} 内の極小面 f に対して, \mathbb{E}^{3} からの誘導計量に関する
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ガウス曲率 K_{E} と \mathbb{L}^{3} からの誘導計量に関するガウス曲率 K は次のように書かれる.
K=\displaystyle \frac{4g_{192}''}{\hat{ $\omega$}_{1}\hat{ $\omega$}_{2}(1-g_{1}g_{2})^{4}}, K_{E}=-\frac{4g_{1}'g_{2}'}{\hat{ $\omega$}_{1}\hat{ $\omega$}_{2}B^{4}}.
ここで, B=\sqrt{(1-g_{1}g_{2})^{2}+2(g_{1}+g_{2})^{2}} は零にならない関数.特に符号については,
\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(K)=-\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(K_{E}) (3.1)
が成り立つ.さらに式 (2.3) より,極小面上の任意の特異点上で K_{E} は常に有界であるこ
ともわかる.
符号の関係式 (3. 1) はWeinstein [14, Section 7.2] によっても指摘されている.











まず, \mathbb{L}^{3} 内の正則曲面の場合は,全膀的な時間的曲面は平面 (H=0) , または2次元
de‐Sitter 空間 S_{1}^{2}=\{(t, x, y)\in \mathbb{L}^{3}|-t^{2}+x^{2}+y^{2}=r^{2}\}, r>0(H=1/r) の一部に合
同となることが知られている (例えば,[7, Theorem 3.2] を参照). さらに,Clelland [2]
は \mathbb{L}^{3} 内の全擬暦的な時間的曲面を次のように決定した.
事実15 ([2]). \mathbb{L}^{3} 内の全擬膀的な時間的はめ込みは,ナル曲線を導線に持ち,光的な直
線を母線に持つ線織面になる.
ここで,線織面 (ruled surface) とは,局所的に f(s, t)= $\gamma$(s)+t $\delta$(s) と書けるよう
な曲面のことで,  $\gamma$ を導線 (base curve), 各  s を止めてできる直線を母線 (ruling) と呼
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ぶ.線織面のうち,特に  $\delta$ が定ベクトルとなるものを柱面 (cylinder) と呼ぶ.また,任







証明.極小面の定義から,ナル座標近傍 (U;u, v) 上で (2.2) 式で表示され,実ワイエル
シュトラス データ (g\mathrm{i}, g2,\hat{ $\omega$}_{1}du,\hat{ $\omega$}_{2}dv) を持つ極小面 f を考えれば良い. U 上の正則
点 p= (u_{0}, v_{0}) の近傍で (ローレンツ計量に関する) 単位法ベクトル場  $\nu$ を取り,ホッ
プ微分を  Q= \langle f_{uu},  $\nu$} および  R= \langle f_{vv},  $\nu$} とする.時間的極小曲面を考えているので,
 Q および R が,それぞれ変数 u と v にのみ依存することに留意すると,命題1により,
Q(u_{0})=0 または R(v_{0})=0 のいずれか一方のみが成り立つことがわかる.従って,一般
性を失わずに R(v_{0})=0 としてよい.このとき, Q および R が一変数の連続関数である
ことと U の正則点集合が擬膀点からなることから, R は恒等的に零になることがわかる.
他方で R は U 上で, R=g_{2}'\hat{ $\omega$}_{2} と書かれるので,特異点上においても定義される.いま,
R\equiv 0 から 9_{2}^{r}\equiv 0 が従うため,任意の v に対して, $\psi$''(v) \Vert$\psi$'(v) であることがわかる.
 $\psi$ はナル曲線なので,適当なパラメータ \tilde{v} を用いると,
 $\psi$(\tilde{v})=\tilde{v}$\psi$_{0}+C, $\psi$_{0}\in \mathbb{L}^{3}\backslash \{0\}, C\in \mathbb{L}^{3}
の形の直線になる.従って,極小面 f は
f(u,\displaystyle \tilde{v})=\frac{ $\varphi$(u)+\tilde{v}$\psi$_{0}}{2} (3.2)
の形の柱面になることがわかった.
次に f の特異点集合を考える.点 p=(u_{0}, v_{0}) が f の特異点であることと, $\varphi$'(u_{0}) \Vert$\psi$_{0}
が同値であることから,特異点集合は必ず \{(u,\tilde{v}) |u=u_{0}\} の形をしており,その f に
よる像は柱面 (3.2) の母線である直線となる.また, \langle$\psi$_{0}, $\psi$_{0} } =0 より母線となる直線は
光的な方向を向くことがわかる.特異点 p=(u_{0},\tilde{v}_{0}) を非退化特異点とすると,事実5の
(1) および g_{2}'\equiv 0 より,gí (u_{0})\neq 0 となる.従って,
(\displaystyle \frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}\pm\frac{g_{2}'}{g_{2}^{2}\hat{ $\omega$}_{2}})(p)=\frac{g_{1}'}{g_{1}^{2}\hat{ $\omega$}_{1}}(u_{0})\neq 0
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となり,事実5の (3) より p はカスプ辺になることがわかる.特異曲率が零になること
は,定理12から従う.
図5 カスプ辺を光的な直線として持ち , 正則点集合が擬厨点からなる極小面.
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